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В статье рассматриваются многомерные строго устойчивые распреде-
ления. Как известно, функции плотности этих законов не представля-
ются в явном виде за исключением известных законов Гаусса и Ко-
ши. Отправным пунктом для исследований являются характеристиче-
ские функции. Имеется несколько различных форм их представления.
В статье выбирается форма, предложенная в [1]. Применение обратного
преобразования Фурье совместно с суммированием интегралов по Абе-
лю позволило получить разложения функций плотности многомерных
устойчивых распределений (см.[1], [12]). Основным результатом статьи
являются представления этих функций с помощью рядов обобщенных
функций над пространством Лизоркина. Они позволяют определить
порядок убывания главного члена разложения на бесконечности для
любого радиального направления. Кроме того, выведенные формулы
дают возможность увидеть структуру формирования слагаемых в раз-
ложениях. В следствии приводятся примеры для различных случаев
носителей спектральной меры многомерных устойчивых законов.
Ключевые слова: многомерные строго устойчивые распределения,
ряды обобщенных функций, поведение функции плотности для раз-
личных радиальных направлений.
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Введение
В статье рассматриваются многомерные строго устойчивые распределения
(МСУР). Говорят, что случайный вектор Х имеет указанное распределение, ес-
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где 𝑋,𝑋1, 𝑋2 – независимые одинаково распределенные случайные векторы в
𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2. Особенностью МCУР является тот факт, почти все функции плотности
не имеют явного представления. Исключением являются многомерные нормаль-
ные распределения и распределения Коши.
Равенство (1) позволяет получить выражения для характеристических функ-
ций МСУР. Первый результат относится к 1937 году и принадлежит Фельдгейму
[14]. Наиболее часто предлагается, так называемое представление в форме (А).
Оно определяется характеристическим показателем 𝛼 ∈ (0, 2) и спектральной ме-

















|(𝜏, 𝜉)| (1 + 𝑖 · sign ((𝜏, 𝜉)))𝑀 (d𝜉) , 𝛼 = 1,
где g (𝑡) = lnf (𝑡) и 𝑡 = |𝑡| 𝜏, 𝜏 ∈ 𝑆𝑛−1.
В монографии [6] предложены другие представления: формы (В) и (М). В дан-
ной статье предлагается использовать представление 𝑓 (𝑡) при 𝛼 ̸= 1, введенное
в [1,12] и позволяющее получить наиболее простой вид слагаемых в нижеследую-
щей теореме. Кроме того, будем предполагать, что спектральная мера абсолютно
непрерывна, т. е.















|(𝜏, 𝜉)|𝜇 (𝜉) 𝑑𝜉, 𝛼 = 1,
(2)
причем в последнем случае предполагается, что 𝜇 (𝜉) = 𝜇 (−𝜉) ∀𝜉 ∈ 𝑆𝑛−1.
Для описания плотностей МСУР наиболее часто применяют разложения в ря-
ды. Ранее они были получены для сферически симметричных распределений [17],
для модуля функции плотности [15]. В [1,12] были получены разложения функ-
ций плотности на основе Фурье-анализа на сфере. Позднее Заиграев в [16] получил
аналогичные представления для МСУР в форме (А).
Для того, чтобы определить порядок степенного убывания в разложениях плот-
ностей из [1,12] применяется подход с помощью обобщенных функций (о.ф.), ко-
торый позволяет увидеть структуру формирования каждого слагаемого. Целью
настоящей работы является следующая




. Тогда о.ф., соответствующая
плотности МСУР и рассматриваемая над основным пространством Φ Лизор-
кина, представляется в виде:
При 0 < 𝛼 < 1








при 1 ≤ 𝛼 < 2
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где 𝛿 – дельта-функция Дирака, 𝑅𝜀𝑚 – функционал, порожденный остатком (12),
𝑚 <∞.
1. Некоторые сведения из теории обобщенных функций
О.ф., построенные по функции 𝑓 (𝑥) над некоторым пространством основных




𝑓 (𝑥)𝜙 (𝑥) dx
или буквой 𝑓 . Такой функционал называется регулярным или функционалом типа
функции.
Так как (см. [5], с. 108-109) для каждого основного пространства, содержаще-
го все финитные бесконечно дифференцируемые функции, значения регулярного
функционала (𝑓, 𝜙) на основных функциях из этого пространства однозначно с
точностью до значений на множестве меры ноль определяют функцию 𝑓 (𝑥), то
будем отождествлять функцию 𝑓 (𝑥) и (𝑓, 𝜙) и говорить, что 𝑓 (𝑥) совпадает с 𝑓 .
Пусть 𝑓1, 𝑓2, . . ., 𝑓𝑘, . . . последовательность о.ф. Если для любой основной функ-
ции 𝜙 (𝑥) имеет место равенство
lim
𝑘→∞
(𝑓𝑘, 𝜙) = (𝑓, 𝜙) ,
то говорят, что последовательность сходится к о.ф. 𝑓 .
Будем говорить, что ряд из о.ф.
∑︀∞
𝑘=1 𝑓𝑘 сходится к о.ф. 𝑓 , если последова-
тельность частичных сумм 𝑓1 + 𝑓2 + . . .+ 𝑓𝑘 сходится к 𝑓 .
Прежде чем перейти к изложению специальных вопросов отметим, что мате-
риал этого пункта основан на конструкциях, предложенных в работах Самко С.Г.
[8-10] и связанных с теорией гиперсингулярных интегралов.
В качестве пространства основных функций будем использовать пространство
Лизоркина, введенное в [11]. Определим его. Пусть 𝑆 состоит из бесконечно диф-
ференцируемых функций в 𝑅𝑛, убывающих вместе со своими производными быст-








(0) = 0, |𝑗| = 0, 1, 2, . . .
}︀
.
Определение 1. Пространство Лизоркина определяется следующим образом





exp (𝑖 (𝑥, 𝑡))𝜓 (𝑡) dt
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𝜙 (𝑥) dx . (3)
Необходимо построить функционалы, порождаемые однородными функциями
𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛾+𝑛 , 𝛾 > 0. Интеграл (3) имеет степенную особенность в нуле. Поэтому
для построения нужно воспользоваться понятием регуляризации расходящихся
интегралов, которое рассматривалось в [4], гл.1, S 1.7. Оно состоит в следующем:
строят функционал над Φ, соответствующий 𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛾+𝑛 таким образом, чтобы
он на основные функции 𝜙 (𝑥), равные нулю в окрестности нуля, действовал по
формуле (3). Отметим, что такой функционал по построению всюду вне начала
координат совпадает (в приведенном выше смысле) с функцией 𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛾+𝑛.
Для определения регуляризованного функционала воспользуемся понятием ко-
нечной части интеграла по Адамару (см. [13], с.424).
Определение 2. Если в представлении

|𝑥|>𝜀




−𝜈𝑘 + 𝑏 ln
1
𝜀
+𝐴𝜀, 𝜈𝑘 > 0












𝜙 (𝑥) dx , 𝜙 (𝑥) ∈ Φ.
Разобьем его на две области 𝜀 < |𝑥| < 1, |𝑥| ≥ 1, затем в интеграле по первой






































Первые два интеграла имеют конечный предел при 𝜀→ 0. Вычислим интеграл






























Если для сферических моментов ввести обозначение 𝜃𝑗 =

𝑆𝑛−1












































· 𝜃𝑗 · ln𝜀.

























где 𝜒 (𝑥) – х.ф. шара |𝑥| < 1, а штрих у суммы означает пропуск слагаемых с номе-
ром |𝑗| = 𝛾, если 𝛾 – целое. Обозначим о.ф. в (4) через p.f .𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛾+𝑛. Отметим,












𝜙 (𝑥) dx ,
то есть 𝑝.𝑓.𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛾+𝑛 является регуляризацией расходящегося интеграла (3) и в
силу этого везде кроме начала координат совпадает с 𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛾+𝑛.
2. Преобразование Фурье о.ф. 𝑝.𝑓.𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛾+𝑛
Определение 3. Преобразование Фурье о.ф. F𝑓 над основным пространством Φ
определяется равенством
(F𝑓, 𝜙) = (𝑓,F𝜙) . (5)
Следующая лемма выявляет связь между о.ф., порожденными функциями
𝜇 (𝜉) / |𝑥|𝛼+𝑛 и 𝑔 (𝑡) из (2).
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𝑔 (𝑡)𝜓 (𝑡) dt , 0 < 𝛼 < 2,
а преобразование Фурье понимается в смысле Φ-распределений.







𝜙 (𝑥) dx =

𝑅𝑛
𝑔 (𝑡)𝜓 (𝑡) dt . (7)






































⎫⎬⎭ d𝜉dt . (8)
Первый интеграл по |𝑥| имеет предел при 𝜀→ 0. Чтобы его вычислить, применим
формулу 2.319.5 из [7]. Окончательно первое слагаемое будет равно

𝑅𝑛
𝑔 (𝑡)𝜓 (𝑡) dt .























𝜙 (𝑥) dx =

𝑅𝑛
𝑔 (𝑡)𝜓 (𝑡) dt .
Напомним, что при 𝛼 = 1 𝜇 (𝜉) – четная функция. Тогда

































Вычислим отдельно первое и второе слагаемое. При интегрировании первого сла-
гаемого будем учитывать четность подынтегральных функций на сфере. Приме-

















𝜇 (𝜉) d𝜉dt .
Понятно, что и при 𝛼 = 1 (7) выполняется.
3. О преобразовании Фурье свертки о.ф.
Важную роль в этом пункте играет теорема Гельфанда-Шилова о преобразова-
нии Фурье свертки о.ф. (см. [5], с.179). Введем несколько понятий, используемых
в ее формулировке.
Определение 4 (5, с. 128). Функция 𝑞 называется мультипликатором в про-
странстве Ψ, если для любой 𝜓 ∈ Ψ : 𝑞 (𝑥) * 𝜓 (𝑥) ∈ Ψ и из 𝜓𝑘 → 0 следует
𝑞 (𝑥) * 𝜓𝑘 (𝑥) → 0 по топологии Ψ.
Операция в пространстве Ψ, определяемая формулой
(fq , 𝜓) = (𝑓, q𝜓)
называется умножением на функцию 𝑞 (𝑡), а 𝑞 (𝑡) мультипликатором в Ψ
′
.
Замечание 1. Нетрудно видеть, что 𝑔 (𝑡) = |𝑡|𝛼 𝑔 (𝜏) из (2) является









, |𝑡|𝛼 𝜓 (𝑡) ∈ Ψ и 𝑔 (𝑡/ |𝑡|) * 𝜓1 (𝑡) ∈ Ψ. (см. [1] с. 26).
Определение 5 (см. 5, с. 169). О.ф. 𝑓0 называется свертывателем в простран-
стве Φ, если
𝑓0 * 𝜙 =

𝑅𝑛
𝑓0 (𝑦 − 𝑥)𝜙 (𝑥) dx ∈ Φ
для любой 𝜙 ∈ Φ и из 𝜙𝑘 → 0 следует, что 𝑓0 * 𝜙𝑘 → 0 по топологии Φ.
Операцию
(𝑓0 * 𝑓, 𝜙) = (𝑓, 𝑓0 * 𝜙)
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будем называть сверткой со свёртывателем 𝑓0.





𝑓*(𝑘−1), 𝑓 * 𝜙
)︁
, 𝑘 = 2, 3, 4, . . .
Приведем теперь формулировку теоремы Гельфанда-Шилова в терминах про-
странств из нашей задачи.
Пусть даны основное пространство Φ Лизоркина с непрерывным сдвигом (этот
факт доказывается в [5]) и двойственное пространство Ψ. Если функционал 𝑔
типа функции 𝑔 (𝑡) является мультипликатором в пространстве Ψ
′
, то функционал
𝑓 = F−1𝑔− свертыватель в пространстве Φ′ и имеет место формула
F (𝑓 * 𝑓1) = F𝑓 · F𝑓1.




. Тогда 𝑝.𝑓.𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛼+𝑛 является свертыва-







= 𝑔𝑘, 𝑘 = 2, 3, . . . (9)




𝑔𝑘 (𝑡)𝜓 (𝑡) dt .
Доказательство леммы при 𝑘 = 2 сразу вытекает из теоремы Гельфанда-
Шилова, рассмотренной для о.ф. 𝑔 и 𝑝.𝑓.𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛼+𝑛 . В силу связи (6) достаточно
проверить лишь тот факт, что 𝑔 является мультипликатором в Φ (см. замечание
1). Для 𝑘 > 2 формула (9) получается рекуррентным образом из доказательства
теоремы Гельфанда-Шилова ([5], с.180).
4. Доказательство теоремы










exp (−𝑖 (𝑡, 𝑥) + 𝑔 (𝑡)) dt𝜙 (𝑥) dx .












exp (−𝑖 (𝑡, 𝑥) − 𝜀 |𝑡| + 𝑔 (𝑡)) dt𝜙 (𝑥) dx . (10)
Наша цель – получить разложения в терминах о.ф., соответствующие (2.18) и
(2,19) из [1 ], позволяющие определить носитель функции плотности. Для этого
представим х.ф. по формуле Тейлора с остаточным членом в интегральной форме





+ 𝑟𝑚 (𝑡) , (11)







(1 − 𝑢)𝑚−1 𝑒|𝑡|
𝛼𝑔(𝜏)𝑢du.
Дальнейшие рассуждения возможны только в классе о.ф. Они сводятся к ис-
пользованию формулы




exp (−𝑖 (𝑡, 𝑥))𝜙 (𝑥) dx .















exp (−𝜀 |𝑡|) 𝑔
𝑘 (𝑡)
𝑘!














exp (−𝑖 (𝑡, 𝑥) − 𝜀 |𝑡|) · 𝑟𝑚 (𝑡) dt . (12)
В силу того, что 𝜓 (𝑡) ∈ 𝑆, можно перейти к пределу по 𝜀 → 0 в первых двух



















𝑅𝜀𝑚 (𝑥)𝜙 (𝑥) dx .
Соотношение (см. [2], с. 106):
F−11 = 𝛿
или (1, 𝜓 (𝑡)) = (𝛿 (𝑥) , 𝜙 (𝑥)) позволяет определить первое слагаемое. Это дельта-
функция Дирака.
Формула (9) дает следующие 𝑘 слагаемых. Это 𝑘–кратные свертки о.ф.
𝑝.𝑓.𝜃 (𝜉) / |𝑥|𝛼+𝑛 .
Остаток 𝑅𝑚 (𝑥) = lim
𝜀→0
𝑅𝜀𝑚 (𝑥) мажорируется сходящимся рядом только при










отвечающего за сходимость ряда по 𝑚. Используя асимптотическое поведение
гамма-функции на бесконечности, можно сделать вывод о том, что 𝑎𝑚 → 0 при
0 < 𝛼 < 1 и 𝑎𝑚 → ∞ при 1 ≤ 𝛼 < 2. Поэтому во втором случае разложение
возможно лишь для любого конечного 𝑚. 
Введем обозначения: Γ = {𝑥 : 𝑥 ∈ Γ ⇒ 𝑐 · 𝑥 ∈ Γ, 𝑐 > 0} – конус, 𝛾 = Γ∩𝑆𝑛−1
conv𝐴 – выпуклая оболочка множества 𝐴, 𝑖𝑛𝑡𝐴 – внутренность Γ.
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Следствие 1. Пусть Γ – острый выпуклый конус в 𝑅𝑛 и supp𝜇 (𝜉) = 𝛾. Имеют
место следующие утверждения о порядке убывания главного члена разложения
при |𝑥| → ∞ плотностей МСУР:




для 𝜉 ∈ 𝛾. Если же 𝜉 /∈𝛾, то 𝑝 (𝑥) = 0 при 0 < 𝛼 < 1
и как отмечено В.М. Золотаревым в американском издании книги [6] 𝑝 (𝑥) для
𝑥/∈𝑖𝑛𝑡Γ и |𝑥| → ∞ имеет экспоненциальный порядок убывания при 1 ≤ 𝛼 < 2.














iii) Если носителем спектральной меры является несколько областей










(Γ𝑗1 + . . .+ Γ𝑗𝑘)∩𝑆𝑛−1
)︀
∖ 𝑇𝑘−1, 𝑘 = 2, 𝑛
}︀
,
где Γ𝑗- конусы, порожденные областями 𝛾𝑗 на сфере. Тогда




для 𝜉 ∈ 𝑇𝑘, 𝑘 = 2, 𝑛.
Доказательство. Выводы о представимости 𝑝 (𝑥) главного члена разложениями
в каждом направлении 𝜉 ∈ 𝑆𝑛−1 в зависимости от структуры носителя спектраль-
ной плотности 𝜇 (𝜉) основаны на двух фактах. Во-первых, формулы (8) и (9) по-
лучены таким образом, что они соответствуют разложениям (2.18) и (2.19) из [1].
Во-вторых, о.ф. над пространством 𝑆 с носителем в остром выпуклом конусе Γ
образуют свёрточную алгебру (см. [3], с. 35). Поэтому, принимая во внимание, что
Φ














Кроме того, при доказательстве необходимо использовать включение, справедли-
вое для носителей о.ф. из класса 𝑆
′
(см. §1.7 [3]):
supp (𝑓1 * 𝑓2)⊂supp𝑓1 + supp𝑓2,
где 𝐵 – замыкание B . Связывая воедино эти факты, приходим к заключениям,
сделанным в пунктах i), ii), iii).
Заключение
В статье рассматривался обширный класс многомерных распределений – устой-
чивые законы, не имеющие явного представления функций плотности. Ранее в
[1,12] для них были получены разложения в ряд. Для того, чтобы определить поря-
док степенного убывания в разложениях плотностей, применяется подход с помо-
щью обобщенных функций, который позволяет увидеть структуру формирования
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каждого слагаемого. Основным результатом статьи является теорема, позволяю-
щая определить порядок убывания главного члена разложения на бесконечности
для любого радиального направления.
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The article discusses multidimensional strictly stable distributions. As is
known, the density functions of these laws are not represented in closed
form, with the exception of the well-known laws of Gauss and Cauchy.
Characteristic functions are the starting point for research. There are sev-
eral different forms of their presentation. The article chooses the form
proposed in [1]. The application of the inverse Fourier transform together
with the Abel summation of the integrals made it possible to obtain ex-
pansions of the density functions of multidimensional stable distributions
(see [1], [12]). The main result of the article is the representation of these
functions using series of generalized functions over the Lizorkin space. They
make it possible to determine the order of decay of the principal term of
the expansion at infinity for any radial direction. In addition, the derived
formulas make it possible to see the structure of the formation of terms in
expansions. In the corollary, examples are given for various cases of the
support of the spectral measure of multidimensional stable laws.
Keywords: multidimensional strictly stable distributions, series of gener-
alized functions, behavior of the density function for different radial direc-
tions.
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